Identyfikacja procesow technologicznych
Piotr Bania
Laboratorium 9

Dyskretno-ciagly rozszerzony filtr Kalmana

Wstep

Zdecydowana wigkszos¢ pomiaréw w systemach sterowania wykonywana jest w
dyskretnych chwilach czasu, natomiast opis obiektu sterowanego jest zwykle dany w postaci
uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych lub czastkowych. Jezeli pomiary wykonywane sg
relatywnie rzadko lub nieréwnomiernie, to nalezy uwzgledni¢ ten fakt przy konstrukc;ji filtru
(estymatora stanu). Bardzo czgsto rowniez, stan systemu nie jest bezposrednio mierzony
i nalezy go odtworzy¢ na podstawie pomiarow. Rozwazamy uktad rownan Ito

dx = f(t,x)dt+g(t,x)dw, x(0) =x, ~ p,(6), 1)
gdzie w jest standardowym procesem Wienera oraz model obserwacji

y, =Cx(t,)+V,, t; AT PR TR NO\V),V=V">0. )

i+1
Model (1), (2) opisuje typowa w ukladach sterowania sytuacj¢, w ktorej wystepuja zaktocenia

na wejsciach obiektu oraz pomiary obarczone bledami losowymi, wykonywane sg
w dyskretnych, niekoniecznie réwnoodlegtych od siebie chwilach czasu. Niech

pt, o1y, Vo), 121, 3
oznacza rozktad warunkowy procesu x pod warunkiem obserwacji y,,..., y;. Zadanie filtracji
nieliniowe] polega na wyznaczeniu rozkladu (3) dla t>t;. Znajac rozktad (3) mozna

wyznaczy¢ estymate stanu, jako warunkowa warto$¢ oczekiwang

(1) = [ pt.O1 Y, ¥5)dO" . (4)

Zadanie filtracji wymaga rozwigzania odpowiedniego rownania Fokkera-Plancka (FP)
stowarzyszonego z rownaniem (1) oraz aktualizacji rozktadu po wykonaniu nowego pomiaru.
Jak dotychczas, za wyjatkiem uktadéw liniowych, nie podano ogélnych metod rozwigzywania
rownania FP stad konieczno$¢ stosowania przyblizen. Jednym z takich przyblizen jest
dyskretno-ciagly rozszerzony filtr Kalmana. Algorytm filtracji jest nastgpujacy.

W chwili poczatkowej oblicz

() = [ ps(0)d6" , S(ty) = [(6-R(ts))O—R(t;))" P (6)d6" . (5)

Po nowym pomiarze, w chwili t;, aktualizuj estymatg stanu i macierz S
S, =S(t7)—S(t,)CT(V +CS(t;)C")"CS(t,), (aktualizacja macierzy S)  (6)

X(t) = R(t7)+S,CV'(y, —CR(t")). (aktualizacja estymaty stanu) (7)
Pomiedzy pomiarami rozwigzuj rOwnania
x=f(t,x), t)=%, te[t,t.,), 8
S=AS+SA" +gg", S(t)=S,, te[t,t.,). 9)
i

Symbol A oznacza macierz Jacobiego funkcji f obliczang w punkcie (t, X(t)), A; = 20"
k

str. 1



W uktadach liniowych algorytm ten jest doktadnym rozwigzaniem zadania filtracji dyskretno-
cigglej. Macierz S jest wowczas macierza kowariancji bledu estymacji. W ukladach
nieliniowych tak nie jest i algorytm powyzszy jest jedynie przyblizeniem filtru optymalnego.
Algorytm (5-9) jest odporny na nierownomierne probkowanie i uwzglednia dyskretny
w czasie charakter pomiarow. Estymata stanu jest znana réwniez pomie¢dzy chwilami
probkowania i na ogét ma niecigglosci w chwilach wykonywania pomiarow. W uktadach
o0 jednym wyjsciu rOwnanie (6) upraszcza si¢ do postaci
S(t;)CTCS(t,)
(V +Cs()CT)’
W uktadach o dwoch lub trzech wyjsciach odwrotno$¢ w (6) mozna wyznaczy¢ analitycznie.
Dla wickszej liczby wyj$¢ nalezy wykorzysta¢ algorytmy odwracania macierzy dodatnio
okreslonych np. rozktad SVD, Choleskiego lub inne.

Zatozmy teraz, ze pomiary z réznych wyj$¢ sa wykonywane w réznych chwilach

Si :S(tf)—

czasu i zal6zmy dla uproszczenia, ze w danej chwili t; pojawia si¢ pomiar tylko z jednego, k-
tego wyjscia. Symbolem C, oznaczamy k-ty wiersz macierzy C. Symbol V, , oznacza za$ k-ty

element na diagonali macierzy V. Wowczas reguty aktualizacji estymaty stanu oraz macierzy
S beda nastepujace.

(aktualizacja macierzy S, pomiar tylko na k-tym wyjsciu w chwili t,)

Si =S(t;)—S(t/)Cy (Vyy +CS(t7)C) "CyS(t), (6.1)
(aktualizacja estymaty stanu, pomiar tylko na k-tym wyjsciu w chwili t;)
X(t;) = X(t;) + SiCI;rVkTI%(yk,i -G x(t)). (7.1)

Jezeli pomiary na wszystkich wyjsciach wykonano w tej samej chwili czasu to nalezy
zastosowa¢ wzory (6) 1 (7). Reguly aktualizacji w innych przypadkach mozna skonstruowac
w analogiczny sposob.

Zadanie 1. Zaimplementowa¢ dyskretno-ciggly rozszerzony filtr Kalmana dla uktadu
serwomechanizmu z laboratorium 7 zad. 1. Rozwazy¢ model stochastyczny w postaci

dx, = x,dt, x,(0) = X, (1)
dx, = K(u—H())dt+ 0,00, %,(0) =%y, @
Yi = Xl(ti)+vi :

Dane, sterowanie u [V], pomiary ym [rad] oraz chwile probkowania tm [S] sg dost¢pne pod
adresem http://home.agh.edu.pl/~pba/stud/Ident/Lab_09/nu_sampl_servo.mat. Okres
probkowania dla sterowan wynosil T, =0.01s. Pomiary byty wykonywane nieréwnomiernie

a chwile probkowania zawarte w wektorze tm sa wielokrotnosciami okresu probkowania T, .

W implementacji przyja¢, ze pomiedzy chwilami probkowania sterowanie jest stale
(aproksymacja schodkowa). Wyliczy¢ estymate stanu w chwilach t; = jT,, j=0,12,..,

gdzie T, =1ms. Narysowac na jednym wykresie estymate polozenia i pomiary potozenia.
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Narysowa¢ na jednym wykresie estymate predkosci obrotowej oraz predko$¢ obrotowsg
odtworzong metoda ilorazu réznicowego ze wzoru
%, (t,) = L) =Y(4).
ti+1 _ti
Do catkowania rownan filtru pomigdzy pomiarami, uzy¢ (po odpowiednich modyfikacjach),
stato-krokowej metody RK4 opisanej w instrukcji do laboratorium 7. Przyja¢, ze wariancja

()

zaktocen wejsciu uktadu jest rowna g2 =2-107. Zalozy¢, ze wariancja zaktocen na wyjsciu
V =10"°. Przeanalizowaé uzyskane wyniki. Skomentowaé ewentualne bledy estymacji. Na
podstawie znajomosci macierzy S wyznaczy¢ bledy estymacji we wszystkich chwilach czasu
i narysowac linie X;(t) e, (t) gdzie e;(t) oznacza blad estymacji j-tej sktadowej stanu.

Zadanie 2. Zaimplementowa¢ dyskretno-ciggly rozszerzony filtr Kalmana dla modelu
helikoptera w plaszczyznie pionowej zrealizowanego w ramach laboratorium 8. Rozwazy¢
model stochastyczny w postaci

dx, = x,dt, x,(0) = X,

dx, = (— 28, (L+Csgn(X,))X, — w? sin(x, + a) + ka(xs))dt+ 9,dw;, X,(0) = Xy,
dx, = K(U—H(x,))dt + g dw, , H(X,) = p,2° + p,2° + p,2,2 =107X,, X,(0) = Xy,
Yo =% () +Vvy, Yo = Xg(tj)"‘Vz,j,

g, =023, g, =475, V =diag(V,,V,), V, =10, V, =15.3.

Dane (sterowanie u, pomiary ym1, ym2 oraz chwile probkowania tm1 i tm2) sa dostepne pod
adresem  http://home.agh.edu.pl/~pba/stud/ldent/Lab_09/nu_sampl_hel.mat. =~ Odwrotno$¢
macierzy we wzorze (6) wyliczy¢ analitycznie (jest to macierz o wymiarze 2x2). Jezeli
w danej chwili wykonano oba pomiary to zastosowac¢ wzory (6) i (7). Jezeli w danej chwili
pojawit si¢ tylko jeden pomiar, to zastosowaé wzory (6.1) i (7.1). Okres probkowania dla

sterowan wynosit T, =0.01s. Pomiary byly wykonywane nier6wnomiernie a chwile
probkowania zawarte w wektorach tml i tm2 sa wielokrotnosciami okresu probkowania T, .
W implementacji przyja¢, ze pomigdzy chwilami probkowania sterowanie jest state
(aproksymacja schodkowa). Wyliczy¢ estymate stanu w chwilach t; = jT,, j=0,12,..,
gdzie T, =1ms. Narysowac¢ na jednym wykresie estymate kata wychylenia modelu i pomiary
tego kata. Narysowac¢ na jednym wykresie estymate predkosci katowej oraz predkos¢ katowa
odtworzong metodg ilorazu ré6znicowego ze wzoru
t..)—Vy.(t
)_(z(ti) — yl( |t+l) _gl( |) .

1
Narysowac¢ na jednym wykresie pomiary predkosci obrotowe] $migta, estymateg tej predkosci

()

i+1

uzyskang z filtru oraz metodg ilorazu r6znicowego wedlug wzoru

)—(3 (ti) _ Y, (t|t+1) :tyz (ti) _
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Przeanalizowaé uzyskane wyniki. Skomentowa¢ ewentualne btedy estymacji. Na podstawie
znajomo$ci macierzy S wyznaczy¢ bledy estymacji we wszystkich chwilach czasu i
narysowa¢ linie X;(t) £ e;(t) gdzie e;(t) oznacza btad estymacji j-tej sktadowej stanu.
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